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L MECA

Lois asymptotiques des estimateurs des indices de Sobol

1 Introduction

L’ objectif est de définir théoriquement la variance des estimateurs des indices de Sobol présent

dans OpenTURNS (Saltelli, Jansen, Martinez et Mauntz-Kucherenko). La technique utilisée par

Janon et al. (2014), consistant a utiliser la méthode delta, est appliquée pour déterminer la loi

asymptotique de ces estimateurs.

Les notations d’OpenTURNS sont reprises pour la définitions des échantilons indépendants :

11 Q12 - Ainpy

Q21 QA22 - QA2ny
A=

Qp1 Q12 -+ Qpny

ainsi que la matrice de mélange suivante :

a1l di2

. 21 Q22
EZ — b b}

ap1 Q12

On note également :

bii bip

bai bao

bpi b1

a/17nX

a27nX

a’TL,’I’LX

YA=G(A) | V=G4
Y8 =G(B) , VP =GB

ou G est la fonction du modele physique. Les échantillons centrées seront annotés d’un c :

cyA_yA_E [YA}

bl,nx

bQ,nX

bn,nx

)

2)

3)
4)
®)

(6)

Dans OpenTURNS, I’échantillon de sortie est centrée globalement par rapport a I’ensemble de

tous les tirages et mélange.
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2 Estimateurs de Saltelli
2.1 Estimateur du premier ordre

L’estimateur du premier ordre utilis€é dans OpenTURNS est donné par la formule suivante (Sal-
telli, 2002) :

5 Cov [CYB, CYE} ,
= Var VA D

AT EE - () () N
Ly (oY - (tp, v

2
Attention : Différence avec OpenTURNS : G2 = (% > ohq YkA) utilisé (dans la documenta-

tion) et non (% S YE ) (% S YkA) dans le membre de droite au numérateur. Dans Saltelli
(2002), 1a formule préconisée est bien cette derniere équation. Dans le code il y a une erreur, il

est calculé ainsi : (% Sr VB YkA).

Simplification : Comme les échantillons sont centrées par rapport a leurs moyennes respectives,

le numérateur et le dénominateur se simplifient et on obtient I’estimateur suivant :

1 n ¢y BeyE
k=1 YR Y

S = 5 9
& ke (V)2
Démonstration du calcul de la variance de ’estimateur :
On pose alors :
2 T
Ui = (vEevE, (vAY) (10)
et
X
Ve(r,y) = — (1T)
Yy
ce qui implique :
Sy = ‘I/S(UN) (12)
Le théoreme centrale limite donne :
VN Uy =) 52 M2 (0.T) (13)
N—oo
avec I' la matrice de covariance de U; et :
[ Cov|YE YE| (14
r= Var [YA]

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 5/50



¢
L MECA Lois asymptotiques des estimateurs des indices de Sobol

La méthode delta implique :
L T
VN (S = 8) === N1 (0,9"Ty)

ol g = VWg(u). Pour tout x, y tel que y # 0, on a:
T
1 —z
V\IJS x,Y) = (7)
(@) y oy

On obtient, en utilisant I’équation (7) :

(1 S\
9=\ Var [YA]”  Var[Y4]
La variance s’écrit alors comme suit :

Var [x] + S?Var [y] — 25Cov [z, y]
Var [V A]?

Var [z] + Var [Sy] — 2Cov [z, Sy]
Var [Y4]?

Var [z — Sy]

Var [Y4]?
Var [CYBCYE - S (CYA)2
Var [Y 4]

g'Tg =

2.2 Estimateur de I’ordre total
L’estimateur de I’ordre total dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :
2
PSR VAP — (FEL YY)
- 2
ISR (V)2 = (L, v

Attention : Différence avec OpenTURNS et Saltelli (2002) :

ST =1

1 n By C ik 1 n AV E 4
o > k1Y, Y, estutilisé etnon - >7p_; Y'Y, au numérateur.

Simplification : Comme pour I’estimateur du premier ordre, I’estimateur se simplifie :

1 n cyAcyE
o ke Y Yy

ST =1- =
o e (Y)?

Démonstration du calcul de la variance de ’estimateur :
On pose alors :

Uz‘ — <C)/;ACY;E7 (ci/iA)2>T

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

21)

(22)

(23)

(24)

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 6 /50



¢
L MECA Lois asymptotiques des estimateurs des indices de Sobol

et
x
Ug(z,y) =1—— (25)
ce qui implique :
Sk =Vs(Un) (26)
Le théoreéme centrale limite donne :
7 c
\/N(UN—M) m-/\/é (0,1 (27)
avec I' la matrice de covariance de U; et :
| Cov[y4,vE] 08)
H= Var [YA}
La méthode delta implique :
c
VN (8% - 57) N (0,4"Ty) (29)
ol g = VWgs(u). Pour tout x, y tel que y # 0, on a:
1 z\"
V\Ds(ﬂj, y) =\ 9 (30)
y 'y
On pose :
Cov |YA YF
S = —[ | (31)
Var [Y4]
On obtient :
1 Cov [YA, YE} ! .
g = Var [Y4]"  Var [YA]2 (32)
~1 SX \"
_ , (33)
Var [Y4] Var [Y4]
La variance s’€écrit alors comme pour 1’ordre total :
Tr, — Var [z] + (S7%)*Var [y] — 257X Cov [z, ]
glg = 2 (34)
Var [Y4]
Var [z] + Var [S‘Xy} — 2Cov [az, S‘Xy] -
B Var [Y4] )
Var |z — S~y
Var [Y4]
Var CY@'AC}/;E o S_X (C}/iA)Q
= 37
Var [Y4]? G7
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 7/ 50
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3 Estimateurs de Jansen

3.1 Estimateur du premier ordre

L’estimateur du premier ordre dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :

Var [cyA} - % ZZ:l (CYkE _ CYkB)2

= 38
Var [¢Y4] (38)
2
¢ _ i (v — v} 9)
2 Tk (V)2
Démonstration du calcul de la variance de I’estimateur :
On pose :
T
Ui — <<C}/;E _ C}/;B>2 ’ (C}/;A)2> (40)
et
0.5z
Us(r,y) =1— — 41)
ce qui implique :
Sy = VUs(Un) 42)
Le théoreme centrale limite donne :
VN (Uy = p) === N2 (0,T) (43)
N—oo
avec I' la matrice de covariance de U; et :
Var [YE — YB} )
B= Var {YA}
La méthode delta implique :
VN (Sy = §) —== N, (0,4"Tg) (45)
N—o00
ol g = VWg(u). Pour tout x,y tel que y # 0, on a:
T
—0.5 0.5z
VUs(z,y) = <,2> (46)
Y Y
On pose :
Var [YE — YB} .
~ Var[Y4] “7)
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 8 /50
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On obtient :

05 05Var[yZ v\
~ Var YA’ Var [YA}2

- (_ Val? '[L;)/A] ’ Va?r‘ ?;A] ) T

La variance s’écrit alors comme suit :

(0.25J*Var [y] — 0.5JCov [z; y| + 0.25Var [x])

N x ¢'Tg =

Var [YA]?
0.5% (Var [z] + Var [Jy] — 2Cov [z, Jy])
Var [V 4]?
1 Var [z — Jy]
4 Var[y4)?
1V%I[Gy?9_cy?ﬁ2__J<%nA)2
4 Var [V A]?

3.2 Estimateur de I’ordre total

L’estimateur de I’ordre total est donné par la formule suivante :
2
1 A E
m Zi (V! = YF)
Var [Y4]
2
1 A
2 i (Vi —<YP)
1
LR (V)2

ST =

Démonstration du calcul de la variance de ’estimateur :

On pose :
cy A cvEN? ey A)2 4
Ui = (v =) (7))
et
0.5z
Ve(x,y) = ——
s(,y) "
ce qui implique :
Sy =Vs(Uy)

Le théoréme centrale limite donne :

VN (Un = 1) == N2 (0.T)

(48)

(49)

(50)

(51

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C
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avec I' la matrice de covariance de U; et :

[ Var [YA — YE} (60)
H= Var [YA]
La méthode delta implique :
VN (Sy = ) —== N: (0,4"Ty) 61)
N—o00

ol g = VWg(u). Pour tout x, y tel que y # 0, on a:

T
0.5 —0.5
VUs(z,y) = ( . x) (62)
Y Y
On pose :
Var |[Y4 —YF
JX = | | (63)
Var [Y4]
On obtient :
05  05Var[y4-yr]\' o
I 7 \Var V4™ Var [y AP ©4)
0.5 057X\
_ . (65)
Var [Y4]"  Var [Y4]
La variance s’écrit alors comme suit :
0.25(J=%)?Var [y] — 0.5J X Cov [z;y] + 0.25Var [z
ngTrg:< (J=X)?Var [y] 2[ ] []) )
Var [Y4]
0.5 (Var [z] + Var [J*Xy} — 2Cov {x, J*Xy]) -
B Var [Y 4] ©7
1 Var |z — J Xy
vl
4 Var[Y4]
1 Var |:<0Y'iA _ cy;E)z _ J_X (C}/;A)2
= - (69)
4 Var [Y4]?

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 10/ 50
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4 Estimateurs de Mauntz-Kucherenko

4.1 Estimateur du premier ordre

L’estimateur du premier ordre dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :

_ % it VP (YE — v

S - (70)
L r_ (Y2
Démonstration du calcul de la variance de I’estimateur :
On pose :
cvB (cyE cy A cy A 2\
Ui = (2 (vF = v2) () )
et
x
Us(z,y) = — (72)
Yy
ce qui implique :
Sy =Us(Uy) (73)
Le théoréeme centrale limite donne :
VN (Uy = p) === N2 (0,T) (74)
N—o0
avec I' la matrice de covariance de U; et :
~( Cov [YB, YE YA] 735)
h= Var {YA}
La méthode delta implique :
VN (Sy = §) —=— N, (0,4"Ty) (76)
N—o00
ol g = V(). Pour tout x, y tel que y # 0, on a:
1 —x 4
VUs(z,y) = (=, — (77)
y'y
On pose :
Cov [YB, YE YA}
= (78)
Var [Y4]
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 11/50
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On obtient :
1 Cov [y2, v —v4]\"
7= \Var YA Var [Y4]? 7
1 Mo\
- (Var [YA]" Var [YA]> 30

La variance s’€écrit alors comme suit :
—MCov [z,y] + M (MVar [y] — Cov [z,y]) + Var [z]

N x ¢'Tg = Var [V A] (81)
Var [x — My
— I 2
Var [Y4]? (82)
Var |:cY'iB (cy;E _ cY'iA) - M (c}/;A)2
N Var [Y A (83)
(84)

4.2 Estimateur de I’ordre total

L’estimateur de 1’ordre total dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :
Var [YA} + % 2221 cYkA(cy;CA o CYkE)
Var [¢Y4]
o Sk V(Y —YE)
7 T (V)2

ST

(85)

1

(86)

Attention : Différence entre le code OpenTURNS et la documentation : le numérateur
dans la documentation est %22:1 YA(YA — YF) tandis que dans le code, on Var [yA} +
% Yo VA =Y.

Démonstration du calcul de la variance de ’estimateur :

On pose :
N T
Ui — (C}/;A (CY%A o CY;E) ’ (C}/iA) ) (87)
et
x
Ug(w,y) =1—— (88)
Y
ce qui implique :
S = Us(Uw) (89)

Le théoréme centrale limite donne :

VN (UN - H) ﬁ N> (0,T) (90)

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 12/ 50
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avec I' la matrice de covariance de U; et :

()

La méthode delta implique :

O

T T £ T
VN (8% - 87) N (0,9"Ty) (92)
ol g = VWg(u). Pour tout x,y tel que y # 0, on a:
~1 z\"
s(9) y
On pose :
A yA E
_X:COV[Y YA YE] on
Var [Y4]
On obtient :
-1 Cov [YA, Y4 — YE] ’ o5
g Var VA Var [YA? )
~1 M—x N\
= , (96)
Var [Y4] Var [Y4]
La variance s’€écrit alors comme pour I’ordre total :
M—%)? —2M—X
N x gTTg = Var [z] + ( )?Var [y] : Cov [z, 9] ©7)
Var [Y4]
Var [z] + Var {M*Xy} — 2Cov {x, M*Xy} 0
B Var [V 4]? ©8)
Var |z — M Xy
_ Varlro My ©9)
Var [Y4]
Var cy;A (cY;A . cy;E> _ M—X (cy;A)Q
_ 100
Var [YA]? (100
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 13 /50
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S Estimateurs de Martinez
5.1 Estimateur du premier ordre

L’estimateur du premier ordre dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :

S = p, (CYkB, CYkE) (101)
Cov [CYB, CYE}
= (102)
\/Var [V B] Var [V ]
i o) -
o n C 2 n C 2
VA (V8 L5 (1)
Démonstration
On pose :
cy Bey E cyv B 2 cy FE 2\
Ui = ((vEerE), (vE) () (104)
et
Us(,y,2) = —— (105)
S 'TJ y7 z) = W
ce qui implique :
Sy = Ws(Ux) (106)
Le théoreme centrale limite donne :
VN (Uy = p) === N5 (0,T) (107)
N—o00
avec I' la matrice de covariance de U; et :
Cov [YB, YE}
o= Var |Y*] (108)
Var [YE}
La méthode delta implique :
VN (Sy = §) —== N, (0,4"Tg) (109)
N—o0
ol g = VWg(u). Pour tout x,y, z tel que y, z # 0,on a :
VUs(z,y,2) = (— ’ c ) (110)
S\T,Y,z) = \/y—za 2y\/y—z7 22\/y_2

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 14 /50
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On pose :

Cov [YB, YE}
M=
\/Var [YB] Var [Y'F]

On obtient :

T
1 M M
g = y y
\/Var [YB] Var[YF] 2Var [YB]" 2Var[YF]
La variance s’écrit alors comme suit :
2M?Cov [y,2] M?*Var 2] ~ M?*Var [y]
4Var [YP] Var [YF]  4Var[YE]®  4Var[YB]?
Cov {YB,YE} Cov [z;y] Cov [YB,YE} Cov [z,z]
~ Var [Y'B]* Var [Y | © Var [YB] Var [Y F]?
N Var [z]
Var [YB] Var [YF|

N x ¢'Tg =

(111)

(112)

(113)

(114)

M (QVar V2] Var [YZ] Cov [y.2] + Var [V #] Var [2] + Var [y #]” Var [y])

4Var [Y B)? Var [Y £

Cov [YB,YE] Var [YE} Cov [z;y] + Cov [YB,YE] Var {YB] Cov [z,7]

115
Var [Y B]® Var [Y E)? (11>
Var [z]
116
Var [Y B] Var [YF| (116)
M? (Var {z\/ar [YB} + yVar {YEH)
B 4Var [Y B]* Var [Y E]°
Cov [YB,YE] Cov [:c; yVar {YE} + zVar [YBH a1
B Var [V B)? Var [Y &)
Var [z]
118
Var [Y B] Var [YF| (118)
5.2 Estimateur de I’ordre total
L’estimateur de I’ordre total dans OpenTURNS est donné par la formule suivante :
S = 1—pu (VYY) (119)
Cov [V 4, <Y 'F]
— g (120)
\/Var [Y4] Var [Y ]
1 n Acyv E
=5 1 (YA,
- 1_ 1 n “—k 1(21k k) g (121)
Vi Eie () L Sy (V)
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 15/ 50
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Démonstration

On pose alors :

T

Ui = <C}/;AC}/;E’ <C}/;A)2 ’ (CE/;E>2> (122)
et
Ug(z,y,2) = ‘ (123)
S x) y7 )= \/yTZ
ce qui implique :
Sy =Us(Uy) (124)
Le théoréme centrale limite donne :
VN Uy = n) 50 M (0.1) (125)
N—oo
avec I la matrice de covariance de U, et :
Cov [Y4,VE]
W= Var |Y4 (126)
Var |YF
La méthode delta implique :
VN (Sy = §) —=— N, (0,4"Tg) (127)
N—o00
ot g = VWg(pu). Pour tout z,y, 2 tel que z # 3%, on a:
Vs(z,y, 2) L @ r (128)
T,Y,z2) = | —
s\T, Yy, ,—yzv 2y ,—yza 9, ,—yz
On pose :
Cov [Y4, V7]
M = (129)
\/Var [Y4] Var [y ]
On obtient :
1 M
g = - ) ) (130)
( \/Var [YA] Var [YE] 2Var [Y4]" 2Var [Y'#
Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 16/ 50
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La variance s écrit alors comme pour 1’ordre 1 mais avec I’échantillon Y4. On a :
2M?Cov [y,z] M?Var[z] =~ M?Var [y]

AVar [YA] Var Y] * 4Var[YF]>  4Var [V 4]

Cov {YA,YE} Cov [z;y] Cov [YA,YE} Cov [z,2]
© Var[Y4PVar[YE]  Var[YVA] Var[YE]?

Var [z]

Var [Y4] Var [Y ]

M? <2Var {YA} Var [YE] Cov [y,z] + Var {YA]Q Var [z] + Var [YE}2 Var [y])
4Var [YA) Var [V E]?
Cov {YA,YE} Var {YE} Cov [z;y] + Cov [YA,YE} Var {YA} Cov [z,2]

N x ¢'T'g

(131)

(132)

_ Vet VAT Var [V 27 (133)
Var |z
e \[,a]r VE (134)
M? (Var {z\/ar [YAH + Var {y\/ar [YE”)
= 4Var [Y A2 Var [Y E]?
~ Cov [YAYP] (Cov [y Var [YP] + 2Var [Y4]| (135)
Var [V 4] Var [V E)
Var [z] (136)

T Var YA Var [V 7]

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 17 /50
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6 Indices agrégés

Lorsque le nombre de sorties est supérieure a 1, les indices de Sobol agrégés sont évalués. La
distribution asymptotique doit donc correspondre a la distribution des indices agrégés. Soit d

la dimension de sortie, les expressions des indices agrégés d’ordre 1, noté 5; et total, noté

,agg?
STi aca, de la i€ variable d’entrée sont données dans les équations 137 et 138.
,agg q

d

S Vi
Siagg = —— (137)
Var [Yk]

M=~

o

M L

Vrrik
k=t (138)
Var [Yk]

STZ)agg

M= fr

i
I

Afin de pouvoir calculer la variance des indices agrégés directement, la fonction U de chaque
estimateur est adaptée pour prendre en compte le nombre de sorties. Elles sont différentes sui-

vant les estimateurs :

e Saltelli et Mauntz-Kucherenko pour la ¢ variable d’entrée :

M&

Tk
vy = = (139)

d
Yk
=1

k
d

D

Vep = 1L (140)

d
Z Yk
k=1

e Jansen pour la ¢ variable d’entrée :

d
Ug = 1——>= (141)
Zyk
k=1
d
Uep = — =t (142)

d
> Uk
k=1

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 18 /50
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e Martinez pour la ¢¢ variable d’entrée :

Vg = —H=L (143)

£
Il
—

Vgp = 1——r=L (144)
Zvyk X Zk

k=1

Le vecteur U; contient également des colonnes supplémentaires correspondant aux échantillons
associés a chaque variable de sortie. Le calcul de la variance est donc réalisée directement pour

les indices agrégés et non par sorties.

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 19/ 50
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7 Implémentation et validation

Un prototype python du calcul de la loi asymptotique a été développé pour chaque estimateur.
Pour I’implémentation, il est plus simple de calculer la variance a partir de la formulation géné-

rale :

Var[S] = =2~ (145)

— (146)

_ 1 N
avec ft = 5 > p=1 Uy

Il est alors uniquement nécessaire de définir pour chaque estimateur la fonction Vg ainsi que
I’échantillon U. Le calcul du gradient a la moyenne et de la matrice de covariance est réalisée
par OpenTURNS.

Le prototype Python permet de calculer la distribution asymptotique des estimateurs du premier
ordre et de I’ordre total. Ces distributions théoriques sont comparées aux distributions empi-
riques obtenues apres 1000 répétitions du calcul des indices de Sobol par chaque estimateur.
Il ne s’agit pas de bootstrap mais d’une simulation de Monte Carlo avec un nouvel échantillon
pour chaque estimation des indices. La distribution empirique est alors affichée dans un histo-
gramme et son €écart-type empirique est comparé a 1’écart-type de la distribution théorique. Les

indices de Sobol sont estimés avec un échantillon de 5000 réalisations.

La validation a été réalisée en évaluant les indices de Sobol et la variance empirique sur 4

modeles mathématiques :
e La fonction G-Sobol a 3 parametres de loi uniforme compris entre O et 1.
e La fonction Ishigami a 3 parametres de loi uniforme entre —m et 7.
e Une fonction “poutre” a 5 parametres de loi lognormale.

e Une fonction “aggrégée” a 3 parametres de loi uniforme compris entre 0 et 1, et avec 2

sorties.

7.1 Distributions théoriques et empiriques
7.1.1 Fonction G-Sobol

Sur toutes les figures, I’histogramme empirique des indices de Sobol est représenté en bleu. La
distribution asymptotique d’un seul calcul d’indices de Sobol est affichée en rouge. La moyenne
de la distribution asymptotique présente un biais par rapport a la moyenne empirique. Ce résul-

tat est attendu car il s’agit d’une estimation unique des indices de Sobol. Il est donc possible

Confidentiel RT-PMFRE-01116-001C Page 20/ 50



[

MECA

Lois asymptotiques des estimateurs des indices de Sobol

SaltelliSensitivityAlgorithm - N=5000 - Repetitions = 1000

30 30 4
20 - 25 1 ‘ 254 1_‘
20+ 20 4
2] z J l‘] z r H
[} w w1
c c 154 < 15
10 4 10 A —
| - | |
5 4 = asymptotique - std=1.79e-02 = asymptotique - std=1.43e-02 = asymptotique - std=1.42e-02
[ empirique - std=1.74e-02 51 1 empirigue - std=1.40e-02 51 [ empirigue - std=1.40e-02
— exact-0.987 —— exact-0.010 —— exact- 0.000
0 == —L— T 0 —L ——ly 0 T } F——
0.925 0.950 0.975 1.000 1.025 1.050 —0.050-0.025 0.000 0.025 0.050 —0.050 -0.025 0.000 0.025 0.050
50 sl 52
30 4
160 - 1600
251 ‘_ ‘ 140 1400 | I
4 120 A 1200
20 | ‘
z I 2 1001 | 2 1000
2 15 - a g
8 ‘ g 807 i g 00 | |
10 + ‘ | 60 | 600 4
—— asymptotique- std=1.44e-02 40 4— —— asymptotique- std=2.49e-03 400 4— —— asymptotique- std=2.52e-04
51 [ empirique - std=1.41e-02 20 4 [ empirigue - std=2.67e-03 500 4 [ empirique - std=2.57e-04
— exact- 0.990 — exact-0.013 —— exact-0.000
0 T T L f—— 0= T L— f— 0 L=t —1 T —
0.950 0.975 1.000 1.025 1.050 0.005 0.010 0.015 0.020 —0.0005 0.0000 0.0005 0.0010
STO ST1 ST2

Figure 1 — Distributions des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de Saltelli.

d’avoir un écart par rapport a la valeur moyenne ou exact des indices de Sobol. Par comparai-
son, les figures de la section 7.2 sont bien centrées avec 1’histogramme empirique car il s’agit

des di

stributions moyennes.

Les écart-types (ou variances) des distributions théoriques sont toutes en adéquation avec les

écart-types empiriques ce qui permet de valider le calcul théorique des variance pour tous les

estimateurs.

Toutes les figures suivantes peuvent étre analysées de facon similaire, c’est pourquoi elles ne

seront pas commentées.
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Figure 2 — Distributions des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de Jansen.
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Figure 3 — Distributions des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de Mauntz-

Kuche

renko.
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Figure 4 — Distributions des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de Martinez.
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Density

7.1.2 Fonction Ishigami
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Figure 5 — Distributions des indices pour la fonction Ishigami avec 1’estimateur de Saltelli.
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Figure 6 — Distributions des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de Jansen.
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Figure 7 — Distributions des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de Mauntz-

Kucherenko.
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Figure 8 — Distributions des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de Martinez.

Confidentiel

RT-PMFRE-01116-001C

Page 28 /50




MECA Lois asymptotiques des estimateurs des indices de Sobol

7.1.3 Fonction poutre
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Figure 9 — Distributions des indices pour la fonction poutre avec I’estimateur de Saltelli.
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Figure 10 — Distributions des indices pour la fonction poutre avec 1’estimateur de Jansen.
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Figure 11 — Distributions des indices pour la fonction poutre avec I’estimateur de Mauntz-
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Figure 12 — Distributions des indices pour la fonction poutre avec I’estimateur de Martinez.
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7.1.4 Fonction aggrégée
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Figure 13 — Distributions des indices pour la fonction aggrégée avec I’estimateur de Saltelli.
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Figure 14 — Distributions des indices pour la fonction aggrégée avec I’estimateur de Jansen.
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Figure 15 — Distributions des indices pour la fonction aggrégée avec I’estimateur de Mauntz-

Kucherenko.
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Figure 16 — Distributions des indices pour la fonction aggrégée avec I’estimateur de Martinez.
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7.2 Distributions théoriques moyennes et empiriques

Dans cette section, les parametres des distributions asymptotiques sont les moyennes des in-
dices de Sobol et les moyennes des écart-types de toutes les distributions asymptotiques cal-
culées lors des 5000 répétitions. Les distributions asymptotiques sont alors bien centrées avec

I’histogramme empirique.

7.2.1 Fonction G-Sobol
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Figure 17 — Distributions moyennes des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de
Saltelli.
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Figure 18 — Distributions moyennes des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de

Jansen.
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Figure 19 — Distributions moyennes des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de

Mauntz-Kucherenko.
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Figure 20 — Distributions moyennes des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de
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7.2.2 Fonction Ishigami
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Figure 21 — Distributions moyennes des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de

Saltelli.
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Figure 22 — Distributions moyennes des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de

Jansen.
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Figure 23 — Distributions moyennes des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de

Mauntz-Kucherenko.
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Figure 24 — Distributions moyennes des indices pour la fonction Ishigami avec I’estimateur de

Martinez.
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7.2.3 Fonction poutre
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Figure 25 — Distributions moyennes des indices pour la fonction poutre avec 1’estimateur de

Saltelli.
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Figure 26 — Distributions moyennes des indices pour la fonction poutre avec I’estimateur de

Jansen.
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Figure 27 — Distributions moyennes des indices pour la fonction poutre avec I’estimateur de

Mauntz-Kucherenko.
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Figure 28 — Distributions moyennes des indices pour la fonction poutre avec 1’estimateur de

Martinez.
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7.2.4 Fonction aggrégée
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Figure 29 — Distributions moyennes des indices pour la fonction aggrégée avec 1’estimateur de

Saltelli.
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Figure 30 — Distributions moyennes des indices pour la fonction aggrégée avec 1’estimateur de

Jansen.
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MauntzKucherenkoSensitivityAlgorithm - N=5000 - Repetitions = 1000
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Figure 31 — Distributions moyennes des indices pour la fonction aggrégée avec 1’estimateur de

Mauntz-Kucherenko.
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MartinezSensitivityAlgorithm - N=5000 - Repetitions = 1000
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Figure 32 — Distributions moyennes des indices pour la fonction aggrégée avec 1’estimateur de

Martinez.
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7.3 Anomalie dans I’estimateur de Saltelli

L’estimateur du premier ordre de Saltelli présente une erreur dans le calcul au numérateur. le

membre soustrait a droite au numérateur est défini comme suit : ( % Sr YB ) (% b1 Y,f‘)
alors que le code d’OpenTURNS calcule : (% SrYB YkA). Ce calcul correspond a celui de

I’estimateur de Mauntz Kucherenko.

Cette erreur a ét€ découverte car elle entraine un écart entre la distribution asymptotique théo-

rique et la distribution empirique comme montré dans la figure 33.
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Figure 33 — Distributions des indices pour la fonction G-Sobol avec I’estimateur de Saltelli

présentant une erreur de calcul.
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